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Re´sume´ :
Afin de proposer des solutions de controˆle aux e´coulements de´colle´s proche paroi, le controˆle optimal de
la dynamique instable d’une couche limite de´colle´ est e´tudie´ en utilisant un dispositif de type souﬄage-
aspiration. L’approche lagrangienne est mise en œuvre dans le but de calculer des lois de controˆle
capables d’atte´nuer la dynamique instable associe´e au de´collement. Comme arche´type d’une couche
limite de´colle´e, l’e´coulement en aval d’une bosse est conside´re´.
Abstract :
In order to investigate the possibilities of controlling wall-bounded flows, optimal control of the non-
linear dynamics of a separated boundary-layer flow is studied using a localised blowing-suction at the
wall. Control laws are computed using a formulation based on the augmented Lagrangian approach using
the full knowledge of the flow dynamics. The case study consists in a laminar separated boundary-layer
flow over a bump.
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1 Introduction
Le de´collement est intrinse`que aux e´coulements le long de parois, quelle qu’en soit la ge´ome´trie.
Les bulles de recirculation ainsi forme´es sont sources de phe´nome`nes d’instabilite´s, entraˆınant une
de´gradation des performances ae´rodynamiques. Il est donc essentiel de proposer des solutions de
controˆle afin d’atte´nuer ces phe´nome`nes d’instabilite´s. Pour ce faire, une me´thode d’optimisation
base´e sur la formulation adjointe des e´quations de Navier-Stokes est mise en œuvre afin de controˆler
un e´coulement instable en aval d’un obstacle. Depuis quelques anne´es, la re´duction de mode`les base´e
sur la dynamique line´aire en vue du controˆle re´troactif d’e´coulements a rec¸u un fort inte´reˆt [7]. Cette
me´thode a notamment e´te´ applique´e avec succe´s par A˚kevik et al. [2] dans le cas d’un e´coulement
de´colle´ faiblement instable au dessus d’une cavite´. Cependant, une telle re´duction de mode`le semble
de´licate a` mettre en œuvre de`s lors que des instabilite´s convectives et globales coexistent dans une
dynamique non line´aire. Afin d’apporter des e´le´ments de re´ponse concernant le controˆle d’une telle
dynamique, l’approche lagrangienne est mise en œuvre. Cette formulation permet de prendre en compte
l’inte´gralite´ de la dynamique et a e´te´ utilise´e avec succe`s par exemple pour le controˆle d’un e´coulement
turbulent dans un canal infini [4]. L’approche lagrangienne permet e´galement le calcul de perturbations
optimales non line´aires dont on sait qu’elles jouent un roˆle important dans la dynamique transitoire
d’e´coulements ouverts. Il a e´te´ montre´ par exemple dans [5] que pour la couche limite l’effet des non
line´arite´s n’est plus ne´gligeable de`s que l’amplitude initiale de la perturbation devient trop importante.
L’e´coulement e´tudie´ ici est une couche limite laminaire ou` le de´collement est provoque´ par une bosse
optimise´e a` cet effet. La longue bulle de recirculation cre´e´e en aval de la bosse est globalement in-
stable au dela` d’un nombre de Reynolds critique (cf. [6]). Cet e´coulement a e´te´ e´tudie´ par simulation
nume´rique dans Marquillie & Ehrenstein [8] et leur algorithme de re´solution a e´te´ adapte´e pour la
pre´sente e´tude. Pour le proble`me de l’optimisation sous contraintes, la me´thode du gradient base´e
sur une formulation adjointe du syste`me de Navier-Stokes en perturbation est mise en œuvre. Le
proble`me du controˆle de la dynamique non line´aire est formule´ en utilisant une fonction objectif base´e
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sur l’e´nergie de la perturbation. La formulation mathe´matique est brie`vement pre´sente´e dans le cha-
pitre 1. L’effet des non line´arite´s sur la perturbation optimale est aborde´ au cours du chapitre 2.
Les possibilite´s de controˆle de la dynamique non line´aire sature´e sont discute´es au chapitre 3. Enfin
quelques conclusions et perspe´ctives sont pre´sente´es dans le chapitre 4.
2 Formulation et me´thode nume´rique
L’e´coulement est de´compose´ en un e´coulement de base et une perturbation et le syste`me de Navier-
Stokes s’e´crit
∂tu+ (U · ∇)u+ (u · ∇)U+ (u · ∇)u+∇p− (1/Re)∆u = 0, ∇ · u = 0 (1)
avec U le champ de vitesse de l’e´coulement de base, u e´tant le champ de vitesse et p la pression de la





est base´ sur l’e´paisseur de de´placement δ∗ du profil de couche limite impose´ a` l’entre´e du domaine.
Le syste`me de Navier-Stokes est re´solu graˆce a` une simulation nume´rique directe reprenant la for-
mulation de´crite dans Marquillie & Ehrenstein [8]. La bosse est inclue dans le domaine graˆce a` une
transformation de coordonne´es qui transforme le domaine physique en domaine carte´sien. La direction
longitudinale x est discre´tise´e en diffe´rences finies. La direction y normale a` l’e´coulement est discre´tise´e
par une me´thode de type Chebyshev et l’inte´gration en temps est assure´e par un sche´ma en temps
de type semi-implicite. La difference entre la pre´sente formulation et celle de Marquillie & Ehrenstein
re´side dans la me´thode de re´solution de la pression. Dans la formulation d’optimisation de´crite par la
suite, le choix de la condition a` la sortie est essentiel. La matrice d’influence [9] permet l’utilisation de
la condition de type ”stress-free” qui lie le gradient de vitesse a` la pression et assure la compatibilite´
entre le syste`me de Navier-Stokes et son adjoint.
2.1 E´coulement de base instable
Pour un nombre de Reynolds de 650, l’e´coulement de type couche limite impose un domaine de calcul
d’une longueur L = 250 et une hauteur H = 100. La premie`re e´tape consiste a` ge´ne´rer un e´tat de base
et la me´thode de A˚kervik et al. [1] (selective frequency damping) a e´te´ utilise´e afin de converger vers
un e´tat stationnaire. La mise en œuvre de cette me´thode consiste a` re´soudre.
{
q˙ = f(q, Re)− χ(q− q¯)
˙¯q = (q−q¯)Λ
(3)
ou` f de´signe le syste`me de Navier-Stokes, q contenant la vitesse U et la pression P de l’e´coulement
de base. Ici Λ est une fre´quence de coupure et χ un coe´fficient d’amortissement. Dans le cas pre´sent,
la valeur de Λ correspond a` la fre´quence dominante mesure´e par un capteur localise´ dans la couche de
cisaillement. Une bonne estimation du parame`tre χ est donne´e par le taux de croissance de l’instabilite´
line´aire, fournit par l’analyse de stabilite´ globale de cet e´coulement [6]. Les valeurs utilise´es pour un
nombre de Reynolds de 650 sont ∆=6.37 et χ=0.03. La figure 1 montre l’e´tat de base ainsi obtenu.
Fig. 1 – Etat de base pour un nombre de Re = 650
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2.2 Lagrangienne augmente´e et gradient












gφ · gφ dsdt (4)
avec Γc la portion ou` le souﬄage est applique´, g est la distribution du souﬄage qui est uniforme dans
le cas pre´sent, φ la loi de controˆle et γ est le couˆt du controˆle. Le domaine est sche´matise´ dans la
figure 2. Le temps d’optimisation est contenu dans l’intervalle T0 − T1. Cette fonctionelle est soumise
au syste´me de Navier-Stokes (que l’on note f) et a` la contrainte associe´ au controˆle g, a` savoir
f(U,u, p) = 0, g(u, φ) = 0 avec g(u, φ) = u|Γc − gφ. (5)
Dans le cas de la perturbation optimale, on cherche a` maximiser l’e´nergie pour un temps d’optimisation




u(T1) · u(T1)dx (6)
avec les contraintes
f(U,u, p) = 0, g(u,u0) = u(x, 0)− u0 = 0 et h(u0, ) =
∫
Ω
u0 · u0 dx−  = 0 (7)
ou`  est l’amplitude de la perturbation initiale u0.
Fig. 2 – Sche´ma du domaine et du dispositif de controˆle
Nous de´taillons le proble`me d’optimisation pour le controˆle, qui consiste a` trouver φ afin que la
fonctionelle (4) soit minimise´e en respectant les contraintes (5). Avec l’introduction des multiplicateurs
de Lagrange, le proble`me d’optimisation a` re´soudre consiste a` trouver (u,u+, p, p+, φ, φ+) afin que le
Lagrangien L
L(u,u+, p, p+, φ, φ+, , +) =
J1(φ,u)− < f(U,u, p), (u+, p+) > − < g(u, φ), φ+ >
soit rendu stationnaire. D’annuler les de´rive´s (au sens de Fre´chet) par rapport aux multiplicateurs
de Lagrange consiste a` imposer les contraintes. Les de´rive´es par rapport aux variables d’e´tat (u, p)
s’e´crivent










uˆ · gφ+ dsdt (8)
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Le calcul de Du,p < f(u, p), (u+, p+) > ·(uˆ, pˆ) est de´taille´ par exemple dans [3] et d’annuler l’expression
ci-dessus revient a` re´soudre le syste`me adjoint
−∂tu+ − (U · ∇)u+ + (∇U)tu+ − (u · ∇)u+ + (∇u)tu+ +∇p+ − (1/Re)∆u+ = u, ∇ · u+ = 0 (9)
En effectuant les ope´rations de type inte´gration par parties pour obtenir le syste`me adjoint l’inte´grale







u+(∇uˆ) · n− 1
Re
(∇u+ · n)uˆ− (U · n)u+ · uˆ− (u · n)u+ · uˆ+ (p+ · n)uˆ− u+(pˆ · n)] ds dt.
Les conditions ”stress-free” 1Re∇u ·n− pn = 0 e´tant impose´es a` la sortie ∂ΩS , la condition a` la sortie
pour le syste`me adjoint (imple´mente´e graˆce a` la matrice d’influence)
− 1
Re
(∇u+)n|∂ΩS − (U · n)u+|∂ΩS − (u · n)u+|∂ΩS + p+n|∂ΩS = 0, u+|∂Ω−∂ΩS = 0 (10)
permet d’annuler cette inte´grale sur ∂Ω− Γc. Enfin la contribution sur Γc s’annule en prenant
gφ+ = − 1
Re
∇u+ · n+ p+n (11)
dans (8). La de´rive´ du Lagrangien par rapport au controˆle φ devient










(−gφˆ) · gφ+dsdt (12)









∇u+n+ p+n) · g ds (13)
La meˆme proce´dure est utilise´e pour la perturbation optimale. On montre que l’expression du gradient
devient alors







+(T0) · u+(T0) dx/4 (14)
2.3 Sche´ma ite´ratif
La convergence de l’algorithme du gradient de´pend pre´cise´ment du pas α dont on affecte la direction
de descente. Pour ce faire α est optimise´ en interpolant un proble`me monodimensionel dans cette
direction et les ite´rations deviennent
φk+1 = φk − αk∇φJ (φk,u+,k).
La seconde difficulte´ re´side dans l’apparition de minimums locaux. Il est donc necessaire de scruter la
fonction objectif afin de ne pas rester pie´ge´ dans un minimum local. Une fois le controˆle optimal calcule´
sur le premier intervalle de temps, l’avance en temps est assure´e par un algorithme de type ”recieding-
predictive control” de´crit dans [4] avec un temps de de´calage entre chaque intervalle d’optimisation
e´gal a` la moitie´ du temps d’optimisation.
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3 Croissance optimale et controˆle
L’e´tude des perturbations optimales line´aires [6] a montre´ qu’un paquet d’onde localise´ au point de
de´collement permet d’obtenir la croissance transitoire la plus forte. Afin d’e´xaminer l’effet des non
line´arite´s sur ces perturbations, on utilise une faible amplitude initiale qui permet de rester dans le
re´gime line´aire. Puis l’amplitude est augmente´e de 10−8 a` 10−4 et les temps d’optimisation e´tudie´s
s’e´tendent de T = 50 a` T = 150, ce qui permet d’observer le re´gime de saturation de l’e´coulement. Les
re´sultats sont illustre´s dans la figure 3b) La figure 3a) montre l’e´volution de la perturbation optimale
en fonction de l’amplitude : elle s’e´tend de plus en plus dans la zone de cisaillement de la bulle de
recirculation. Ceci montre clairement que l’e´coulement non line´aire n’est pas seulement sensible a`
des actions pre`s de la bosse (comme dans le cas line´aire) mais qu’il est e´galement tre`s sensible dans
la re´gion a` l’inte´rieur de la bulle de recirculation. La figure 3b) montre la croissance de l’e´nergie
(normalise´e par rapport a` l’e´nergie initiale) partant des perturbations optimales de la figure 3a). On
observe notamment l’amorce de la saturation pour des plus fortes amplitudes initiales.
Fig. 3 – (a) E´volution de la structure de la perturbation optimale en fonction de l’amplitude initiale,
(b) croissance transitoire des perturbations optimales en fonction de l’amplitude initiale pour T1 = 150.
On s’inte´resse ensuite au controˆle de l’e´coulement developpe´. La dynamique instable est caracte´rise´e
par un battement basse fre´quence [8] de la bulle que l’on cherche a` atte´nuer. Le battement a une
pe´riode T ≈ 200, et l’intervalle d’optimisation minimum de la loi de controˆle utilise´ est de 300 car pour
des temps plus faibles, le controˆle n’est pas d’influence significative sur l’e´coulement. La proce´dure
d’optimisation implique entre 5 et 7 e´valutaions du gradient alors que pour chaque e´valuation du
gradient, entre 4 et 7 appels a` la fonction objectif sont necessaires pour l’e´valuation de α.
Fig. 4 – (a) Energie de la perturbation de l’e´coulement non controle´ ( ), controˆle avec un actionneur
(.....), (b) loi de control φ associe´e.
En un premier temps un actionneur est place´ au point de de´collement, la` ou la perturbation optimale
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domine (cf. sche´ma de la figure 2). Le proble`me est inte´gre´ faisant des aller-retour en temps pour le
syste`me direct et son adjoint. Le controˆle est rapidement capable de diminuer l’e´nergie de la pertur-
bation de moitie´ mais il ne permet pas un controˆle total de la dynamique. En effet l’utilisation d’un
seul actionneur, tout en minimisant le laˆcher tourbillonnaire, n’offre pas la controˆlabilite´ suffisante
pour permettre un retour vers l’e´tat de base. L’introduction de nouveaux actionneurs s’ave`re donc
ne´cessaire afin d’envisager un controˆle total de la dynamique de cet e´coulement.
4 Conclusions et Perspective
L’optimisation et le controˆle re´troactif de la dynamique non line´aire d’un e´coulement de´colle´ a` l’arrie`re
d’une bosse sont e´tudie´s. La me´thode du gradient a e´te´ mise en œuvre afin de calculer les perturbations
optimales non line´aires bidimensinelles ainsi qu’une loi de controˆle capable d’atte´nuer le phe´nome`ne
de battement basse fre´quence. Afin d’utiliser une condition a` la sortie compatible entre le syste`me de
Navier-Stokes et son adjoint, une me´thode de matrice d’influence a permis le couplage entre le gra-
dient de vitesse et la pression a` la sortie. Les re´sultats concernant la perturbation optimale montrent
que la re´gion de sensibilite´ de l’e´coulement s’accroˆıt avec le degre´ des non line´arite´s. Par conse`quent,
l’utilisation d’un seul actionneur localise´ pre`s du point de de´collement n’est pas suffisante pour per-
mettre un retour a` l’e´tat de base. Cependant il atte´nue notablement le battement de l’instabilite´
basse fre´quence de la bulle de recirculation. L’introduction de nouveaux actionneurs au niveau de la
bulle et en amont de la bosse permettront de juger des possibilite´s de controˆle de cet e´coulement par
l’utilisation d’actions de type souﬄage-aspiration a` la paroi.
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